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Методами теории возмущений и квазиклассики рассмотрен энергетический спектр квазидвумерных 
электронов в параллельном двумерной плоскости магнитном поле в присутствии спин-орбитального 
взаимодействия Рашбы и Дрессельхауза. Доказано существование пересечения ветвей спектра в про-
дольном магнитном поле. Проанализирован тензор обратных масс электрона. Рассмотрена теплоемкость 
газа вырожденных электронов, показана ее связь с основными особенностями спектра. 
Методами теорії збурень та квазікласики розглянуто енергетичний спектр квазідвовимірних елект-
ронів у паралельному двовимірній площині магнітному полі в присутності спін-орбітальної взаємодії 
Рашби та Дрессельхауза. Доведено існування перетину гілок спектра у повздовжньому магнітному полі. 
Проаналізовано тензор зворотніх мас електрона. Розглянуто теплоємність газу вироджених електронів, 
показано її зв’язок з основними особливостями спектра. 
PACS: 71.20.–b Электронная плотность состояний и зонная структура кристаллов; 
75.70.Tj Спин-орбитальные эффекты. 
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Введение 
Управление спином электрона — одна из централь-
ных проблем такой развивающейся области, как полу-
проводниковая спинтроника. В спинтронных устрой-
ствах на основе двумерных гетероструктур  сущест-
венна роль спин-орбитального взаимодействия [1]. 
Изучение роли спин-орбитального взаимодействия 
(СОВ) важно не только для решения технологических 
задач спинтроники, с этим взаимодействием связаны 
обнаруженные фундаментальные физические эффекты: 
спиновый эффект Холла [2], спиновый фотогальвани-
ческий эффект [3]. 
Наличие спина у электрона приводит к расщеплению 
его спектра. Такое расщепление происходит не только в 
магнитном поле. В двумерных системах, например в ин-
версионных слоях, расщепление может происходить за 
счет СОВ в атоме и асимметрии потенциала в направле-
нии, перпендикулярном плоскости системы. Этот эффект 
связан с именами Э.И. Рашбы [4] и Ж. Дрессельхауза [5], 
а спектр электрона в этом случае подобен спектру частиц 
и античастиц Дирака. Существуют полупроводниковые 
структуры с сильным СОВ [6], где значение энергии 
расщепления может иметь такой же порядок величины, 
что и амплитуда периодического потенциала. Также из-
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вестно, что электрическое поле внешнего затвора может 
изменять величину СОВ Рашбы [7]. 
Взаимодействие Рашбы характерно для 3D-крис-
таллов гексагональной структуры типа A2B6, а взаимо-
действие Дрессельхауза — для кубической структуры 
A3B5 [8]. 
При наличии обширной литературы о спектре дву-
мерных электронных систем в присутствии СОВ и свя-
занных эффектах (см., например, обзор [1]) недостаточ-
но внимания уделено ряду аспектов, связанных с 
наличием или отсутствием вырождения в спектре, а 
также с ролью более высоких энергетических зон. Не 
прояснен в литературе вопрос о пересечении ветвей 
спектра в параллельном магнитном поле. В работе [9] 
утверждается, что при наличии параллельной состав-
ляющей поля пересечение отсутствует. Данные обстоя-
тельства важны для ряда термодинамических и кинети-
ческих эффектов, которые могут наблюдаться экспери-
ментально. 
В настоящей работе рассмотрена двумерная система 
электронов в продольном магнитном поле с учетом 
эффектов Рашбы и Дрессельхауза. Особое внимание 
уделено вопросу о наличии вырождения в спектре и 
пересечении ветвей. Доказано, что пересечение ветвей 
сохраняется при включении параллельного магнитного 
поля. Вычислен тензор эффективных масс, что важно 
при экспериментальном изучении кинетических эф-
фектов. Вычислена электронная теплоемкость, это по-
зволяет проследить особенности в ее поведении как 
функции плотности электронов при включении маг-
нитного поля. 
В качестве потенциала, ограничивающего движение 
электрона в перпендикулярном проводящей плоскости 
направлении, в работе используется прямоугольная 
яма с бесконечно высокими стенками и с присутствием 
перпендикулярного этой плоскости электрического 
поля. Данный выбор потенциала соответствует модели 
тонкой проводящей пленки, к которой может быть 
приложено перпендикулярное электрическое поле для 
создания СОВ типа Рашбы. Конкретно эта модель от-
носится к случаю проводника (или полупроводника) с 
низкой плотностью носителей, у которого радиус эк-
ранирования (толщина скин-слоя) превышает толщину 
пленки. 
1. Постановка задачи 
Рассматривается пластина конечной толщины a и 
площадью S, расположенная в плоскости XOY (рис. 1). 
Магнитное поле, постоянное и однородное, направле-
но вдоль оси y в плоскости пластины. Электрическое 
поле, также постоянное и однородное, направлено 
перпендикулярно пластине вдоль оси z. 
Гамильтониан для электрона в поле записан в сле-
дующем виде [4,8]: 
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m0 — масса свободного электрона. В гамильтониане (1) 
Rα  — константа СОВ Рашбы, Dα  — константа СОВ 
Дрессельхауза. Выбрана следующая калибровка потен-
циалов: ,E zϕ = −  ( 0,0)Hz,=A . 
2. Энергетический спектр 
2.1. Главное приближение 
Выделим в гамильтониане часть 0Hˆ , коммутирую-
щую с операторами импульса ˆ xp  и ˆ ,yp  0ˆ ˆ[ , ]xH p =  
0
ˆ ˆ[ , ] 0,yH p ==  оставшаяся часть гамильтониана, малая 
в случае малости магнитного и приложенного электри-
ческого полей, будет учтена в разд. 2.2 по теории воз-
мущений. 
Гамильтониан главного приближения запишем в 
виде 
 ( )20
0
ˆˆ ˆ ˆ ˆ
2 x R y D x
H = + p + p +
m
σ α α
p
  
 ( ) ( )ˆ ˆ ˆy B R x D yμ H p p +U z+ σ − α − α , (2) 
где pˆ  — оператор импульса. 
Рис. 1. Рассматриваемый объект. 
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Введем эффективное магнитное поле 
   eff , , 0 ,
R D R D
y x x y
B B B B
= p p H p p
 α α α α
+ − − µ µ µ µ H  (3) 
где рх и ру — собственные значения соответствующих 
операторов, тем самым сведем задачу к электрону со 
спином в магнитном поле: 20 0 effˆ ˆˆ /2 ( ).BH = m + + U zµp H σ  
Волновые функции нулевого приближения имеют 
вид 
( ) ( )/0 11 πψ e cos
e
x yi p x+p y
n n i= nz +Sa aσ − η
  φ     σ  
 , (4) 
где π/2n =φ −  для четных n и 0n =φ  для нечетных, 
1= ±σ , 
 ( ) ( )arg R y D x R x D y H= p p +i p p w η α + α α + α −  ,  
где введено обозначение 0| | /( ).Hw = e H m c  
Энергетический спектр в главном приближении 
имеет вид [10] 
 ( )
2 2 2 2 2
0
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p + p n= + +
m m a
σ
pi
ε
   
   ( ) ( )2 22 R y D x R x D y Hp + p + p p wσ+ α α α + α −  . (5) 
Спин-орбитальное взаимодействие приводит к дву-
кратному расщеплению спектра. Однако при 0R D,α α ≠  
эти две ветви пересекаются в точке 
 0 02 2 2 2
R D
x H y H
R D R D
p = w , p = w
α α
−
α − α α − α
  . (6) 
В частном случае 0, 0R D Hα = α ≠ =  точка пере-
сечения в импульсной плоскости становится прямой 
(см. рис. 3). 
При изучении термодинамических и кинетических 
свойств системы с переменной за счет легирования или 
эффекта поля концентрацией электронов важно знать 
вид спектра вблизи минимумов энергии электрона. Как 
известно, взаимодействие Рашбы (без магнитного по-
ля) приводит к образованию так называемой петли 
экстремумов [4,11] (рис. 2). Включение продольного 
магнитного поля снимает вырождение с основного 
состояния. Таким образом, при 0Dα =  энергия мини-
мальна в точке min min0 /2, 0x R yp = m p =−α  и равна 
 ( )
22 2
0 0
min 2
0 8 22
R Hm w=
m a
αpi
ε − −

 .  
Энергетический спектр с взаимодействием Дрес-
сельхауза (в отсутствие поля и взаимодействия Рашбы) 
также имеет петлю экстремумов, однако направление 
спина другое, чем в случае взаимодействия Рашбы. 
В случае 0,Rα =  0H ≠  энергия минимальна в точке 
min min
00, /2x y Dp = p = m−α  и равна 
 ( )
22 2
0 0
min 2
0 8 22
D Hm wπ=
m a
α
ε − −

 .  
Присутствие обоих взаимодействий (без магнитного 
поля) приводит к образованию двух минимумов в 
спектре (см. рис. 3), симметричных относительно на-
чала координат: min min 0 ( )/2 2 ,x y R Dp = p m= ± +α α  в 
которых энергия принимает значение 
 ( ) ( )2 20 20min 2
0 42
R D
m
= +
m a
pi
ε − α α
 . 
Включение магнитного поля сдвигает эти точки, 
при этом главным минимумом становится тот, что на-
ходился в области с отрицательными проекциями им-
пульса (см. рис. 4 и 5). 
Рис. 2. Спектральная поверхность в присутствии одного из 
спин-орбитальных взаимодействий. 
Рис. 3. Спектральная поверхность в присутствии СОВ Рашбы 
и СОВ Дрессельхауза. 
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2.2. Теория возмущений. Пересечение ветвей спектра 
Оператор возмущения имеет вид 
2
20
0
ˆ ˆ ˆ( | | ) ( ).
2
H
H x H D x R y
m w
V = w p + e E z + z + m w z α σ − α σ   
  (7) 
Его диагональные матричные элементы, дающие пер-
вую поправку к энергии, не представляют интереса, т.к. 
не зависят от импульса: ( )1n n ,n= Vσ σ σε 2 20 .n HA m w a=  
Детальный вид матричных элементов приведен в При-
ложении. 
При рассмотрении второй поправки к энергии важ-
но отметить, что – – 0n ,n+ n+,nV = V =  (здесь «+» и «–» в 
индексах — значения 1).= ±σ  Это означает, что пря-
мые переходы между близкими уровнями, образован-
ными в результате расщепления спин-орбитальным 
взаимодействием, отсутствуют. Следовательно, в этом 
порядке теории возмущений вырождение в точке (6) не 
снимается. 
Докажем наличие пересечения ветвей в общем слу-
чае, т.е. в любом порядке теории возмущений. Гамиль-
тониан (1) можно записать в виде 1ˆ ˆ ˆH H= + ,Tσ  где в 
1Hˆ  вошли все слагаемые без матриц Паули. За расще-
пление отвечают слагаемые гамильтониана, содержа-
щие матрицы Паули, т.е. 
 eff 0
0
D
B H Rm w z
α  
= µ + −α   
T H . (8) 
Несложно проверить, что вектор 0
0
D
H Rm w z
α  
−α   
 па-
раллелен effH  (3) при 
 2 2
D
y H
R D
p = w
α
−
α − α
 ,  (9) 
что соответствует прямой в импульсной плоскости, на 
которой находится точка пересечения ветвей (6). Обо-
значим ˆ /2pσ  оператор проекции спина на направле-
ние вектора ( – 0)D R, ,α α . Тогда для состояний на 
прямой (9) гамильтониан можно записать в виде 
   ( )0 2 21 0ˆ ˆ ˆ , гдеp x x H R DH = H +T T = p p + m w z + =σ − α α   
 0 2 2x x x R D
e
p p + A +
c
 
= − α α   .  
Такой факторизированный вид гамильтониана пока-
зывает, что слагаемое 0 ˆ ˆ( )H D x R ym w z α σ − α σ  в опера-
торе возмущения не перепутывает состояния, которые 
являются собственными для ˆ pσ  и совпадают с (4) при 
условии (9). Таким образом, вырождение в точке на 
прямой (9) не снимается, в любом порядке теории воз-
мущений оно находится на этой прямой. Энергии же 
ветвей, соответствующие собственным значениям 
1= ±σ  оператора ˆ pσ , конечно, изменяются при учете 
возмущения (см. результат (10)), поэтому точка пере-
сечения смещается вдоль указанной прямой. 
Используя матричные элементы, приведенные в 
Приложении, найдем вторую поправку к энергии (пер-
вая найдена выше), пренебрегая слагаемым, пропор-
циональным 4 :Hw  
 
Рис. 4. Спектральная поверхность в присутствии СОВ Рашбы 
и продольного магнитного поля. 
Рис. 5. Спектральная поверхность в присутствии СОВ Раш-
бы, СОВ Дрессельхауза и продольного магнитного поля. 
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24 2 2
(2) 20 0
02 | | ( cos sin ) ( sin cos ) ( )2 4
H
n n H x H D R D R n x y
m a m w
G w p + e E m w + g p , pσ σ
 σ  
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_______________________________________________ 
Значения коэффициентов указаны в Приложении. 
Из условия применимости теории возмущений сле-
дуют неравенства: 
1) 
4
2 2
1 1
H
a
n l
 
<<   , что говорит о малости (как мини-
мум для низких уровней) толщины пластины a в сравне-
нии с магнитной длиной 
0
H
H
l
m w
=

, если толщина 
пленки порядка 1 см, Hw  не должна превышать 10
11 Гц; 
2) 
2 2
3
0
x
H
np
m w a
<<

, что соответствует циклотрон-
ным орбитам электрона, пересекающим обе стенки 
пластины (в противовес случаю, когда орбита электро-
на «скользит» вдоль одной из стенок пластины); 
3) 
2 2
3
0 | |
nE
m e a
<<
  — верхнее ограничение на элект-
рическое поле, при a ≈ 1 см оно соответствует условию, 
что разность потенциалов на пленке меньше 10–2 В. 
Также предполагаем СОВ относительно большим, 
т.е. 2 0 ,Hw m<< α  где α  — меньшая из констант СОВ. 
3. Эффективная масса 
3.1. Расчет по теории возмущений 
Важная характеристика энергетического спектра — 
тензор обратной эффективной массы: 
 
2
1
i j
i j
m =
p p
−
∂ ε
∂ ∂
.  
Оценки показывают, что малое смещение положе-
ния минимумов энергии в результате учета возмуще-
ния не влияет на величину эффективных масс, поэтому 
вычисления проведены для точек абсолютных мини-
мумов, указанных в разд. 2.1. Результаты оказываются 
существенно различными в случаях, когда одна из 
двух констант СОВ равна нулю (или достаточно мала: 
2
min 0/ )Hw mα <<   и обе константы одного порядка. 
Ниже рассмотрим указанные случаи. 
Для упрощения вычислений введем дополнительный 
малый параметр ,R Dλ = , 0 / 1R Dm aα <<  — СОВ в райо-
не минимумов значительно меньше разности энергий 
зон пространственного квантования. В главном прибли-
жении по этому параметру ( ) .n x y ng p , p Gσ =  Сохраняем 
только первые неисчезающие по данному параметру 
слагаемые. 
1. αR ≠ 0, αD = 0: 
 
2 4
1 0
2
0
1 2 Hx x n
m w a
m = G
m
− +

,  
     
4
1
2 2 2
0
| |
2 4H Hyy n
R R
w e Ew a
m = G
m
−
−
α α


,     1 0xym =
− . (11) 
Равенство нулю величины 1xym
−  — следствие сим-
метрии энергии (5), (10) при αD = 0 относительно за-
мены .y yp p→ −  
2. αD ≠ 0, αR = 0: 
 1 2 2
0
2 Hx x
D
w
m =
m
−
α

, 
2 4
1 4 0
4 2
0
1 4 H
yy D n
m w a
m = J
m
− + λ
pi 
,  
 
4
1
2
| |
4 Hxy n
D
e Ew a
m = G− −
α 
. (12) 
3. 0, / .R D Hw mα α    Минимум энергии при этом 
расположен вблизи точки 0 /2 2,x yp p m
+
= = −α  
,R D
+α = α + α  :R D
−α = α − α  
 
______________________________________________________ 
 ( )2 241 2 24 2 2
0 0 0
1 1 2 4 3 2
2
HH
x x R D R D n
e Ew aw
m = G
m m m
− −
−
+ + + +
   α α
− + α − α − α α +   
α α α α   


, (13) 
 ( )2 241 2 24 2 2
0 0 0
1 1 2 4 2
2
HH
yy R D R D n
e Ew aw
m = G
m m m
− −
−
+ + + +
   α α
− + α − α − α α +   
α α α α   


, (14) 
 ( )2 241 2 24 2 2
0 0
1 2 2 4 2
2
HH
x y R D R D n
e Ew aw
m = G
m m
− −
−
+ + + +
   α α
+ α α − α − α +   
α α α α   


. (15) 
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Заметим, что случай αR = αD особый, в этом случае 
в энергию (5) и (10) при ( )n x y ng p , p Gσ =  и в низшем 
приближении по wH СОВ входит в виде линейной по 
импульсу добавки ( )/ 2x yp p
+α +  (угол η не зависит 
от импульса), поэтому соответствующие добавки к 
эффективной массе исчезают. 
Во всех трех рассмотренных ситуациях масса за-
висит от номера уровня, но индекс n для простоты 
записи опущен. Введенные константы приведены в 
Приложении. 
Полученные выражения приводят к следующим вы-
водам. 
1. Зависимость эффективных масс от магнитного 
поля и СОВ сингулярная, что является следствием на-
личия петли экстремумов в спектре. Таким образом, 
данные величины крайне чувствительны к изменению 
указанных переменных. В отсутствие СОВ (и поля) 
обратная масса равна 01/ ,m  при появлении СОВ (од-
ного из двух типов) средняя по кольцу экстремумов 
обратная масса, как легко понять, равна 01/2 .m  Сколь 
угодно малое магнитное поле, снимая кольцевое вы-
рождение, скачком приводит к иному значению обрат-
ных масс, указанному в формулах выше. 
2. При преобладании СОВ Рашбы магнитное поле 
увеличивает эффективную массу электрона в направ-
лении x при 1n =  и уменьшает ее при 1n >  1( 0G < ,
1 0,nG > >  см. табл. 1). Заметим, что этот результат свя-
зан с выбранной моделью потенциала ( ),U z  обеспечи-
вающего двухмерность. При преобладании СОВ Дрес-
сельхауза масса в направлении х велика — обратно 
пропорциональна малым параметрам задачи. 
3. Компонента обратной массы 1x ym
−  быстро возрас-
тает при появлении дополнительного типа СОВ, что 
может быть обнаружено измерением недиагональной 
компоненты тензора электропроводности при варьиро-
вании СОВ Рашбы изменением приложенного элек-
трического поля. 
Добавки к массе, содержащие константу ,nG  чис-
ленно невелики, поскольку уже 31 10G
−

 (см. сле-
дующий подраздел). Они могут быть обнаружены в 
точных измерениях компонент тензора электропро-
водности, поскольку изменяют их зависимость от маг-
нитного поля. Изменение же эффективной массы с 
магнитным полем, энергия электрона в котором ,Hw  
достигает значения характерной энергии СОВ 2 0mα  и 
может быть порядка самой массы; циклотронной час-
тоте поля порядка 1011 Гц соответствует энергия СОВ 
10–4 эВ. 
3.2. Квазиклассика 
Поскольку определение эффективной массы в рамках 
теории возмущений требует вычисления бесконечных 
сумм, для получения аналитического результата исполь-
зуем квазиклассику. Данный метод дает асимптотически 
точный результат для больших n. Для простоты учтем 
только продольное магнитное поле без спин-орби-
тального взаимодействия ( 0, 0, 0),R D = Hα = α ≠  так как 
добавка к интересующей нас компоненте 1x xm
−  не зави-
сит от констант спин-орбитального взаимодействия. 
Введя обозначения 
 
( )2 2 2
eff
0
| | /
2
x H x y
B
p + e E w p p
' = H +
m
− −
ε ε − µ σ ,  
 0
0
| | /x H
H
p + e E w
z =
m w
− ,  
получаем уравнение Шредингера 
 ( ) ( ) ( ) ( )2 20 0 022 02 H
m m w
'' z + ' z z U z z =
 
χ ε − − − χ     
для частицы в потенциале 2 2eff 0 0( ) ( /2)( )HU z = m w z z +−  
( ),U z+  z-компонента квазиимпульса которой равна 
0 eff2 ( ( ))zp = m ' U z ≈ε −  
 ( ) ( )2 2 42 40 00 0 022 1 4 32
H Hm w m wm ' z z z z
' '
 
≈ ε − − − − 
ε ε    
Таблица 1. Значения коэффициентов в добавке к 1x xm
−  
n 2Gn [12pi
2(n + 1/4)2]–1 [12pi2(n + 1/2)2]–1 [12pi2(n + 3/4)2]–1 
1 –0,0044 0,0054 0,0038 0,0028 
3 0,00078 0,00080 0,00069 0,00060 
5 0,00032 0,00031 0,00028 0,00026 
7 0,00017 0,00016 0,00015 0,00014 
9 0,00010 0,000099 0,000094 0,000089 
11 0,000069 0,000067 0,000064 0,000061 
13 0,000050 0,000048 0,000046 0,000045 
15 0,000037 0,000036 0,000035 0,000034 
17 0,000029 0,000028 0,000028 0,000027 
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(разложение соответствует орбитам, пересекающим обе 
стенки пластины, части орбиты внутри пластины — 
почти отрезки прямых). 
Правило квантования: 
 ( ) ( )2 300 0 0
0
2
12
a
H
z
m w
p dz m ' z z z z
'

≈ ε − − − −
ε∫   
 ( ) ( )2 4 50 02
0
160
a
Hm w z z = n+
'

− − pi γ
ε   .  
Применяя к этому уравнению метод последовательных 
приближений по уже использованному малому пара-
метру, найдем выражение для энергии: 
 ( )
2 2 2 2
2
eff 2
0 02 2
x y
B
p + p
= + H + n+ +
m m a
pi
ε µ σ γ   
 ( )
2 2 2 2 4
0 0
22 2
1 –
6 15
H Hm w a m w a+
n+
 
+   pi γ    
  ( ) ( )
2 2 2 4 3 4 4
20 0 0
0 02 22 2 2 2
– 1
2 12 24
H H Hm w a m w a m w az + + z
n+ n+
 
  pi γ pi γ   .  
  (16) 
Обратная эффективная масса в данном случае будет 
равна 
 ( )
2 42
0
2 22 2
0
1
12
H
x
m w a
= +
mp n+
∂ ε
∂ pi γ
.  
Как нетрудно понять, малые параметры приведен-
ного выше разложения величины pz совпадают с ис-
пользованными при применении теории возмущений в 
разд. 3.1. Поэтому разумно сравнить результаты обоих 
подходов. 
Видно, что добавка к обратной массе свободного 
электрона в квазиклассическом расчете будет везде 
положительной и убывать с ростом n, что соответству-
ет результату теории возмущений для 2.n ≥  Также 
стоит отметить наилучшее совпадение результатов при 
1/4γ =  для 3.n ≥  
Ранее в работе [12] была вычислена эффективная 
масса электрона в плоскости при наличии магнитного 
поля. Путем усреднения циклотронного движения бы-
ло показано, что масса увеличивается в направлении, 
перпендикулярном полю, причем добавка к массе про-
порциональна квадрату величины магнитного поля. 
4. Теплоемкость 
Особенности электронного спектра могут быть вы-
явлены экспериментально в измерениях теплоемкости 
как функции концентрации электронов. 
Рассмотрим теплоемкость вырожденного электрон-
ного газа (T << εF, εF — энергия Ферми), спектр кото-
рого обсуждался выше. Мы ограничились рассмотре-
нием случая заполнения только низшей зоны 
размерного квантования, поэтому результаты не со-
держат толщины пластины. 
В отсутствие магнитного поля и при наличии толь-
ко взаимодействия Рашбы ( 0, 0, 0)R D = Hα ≠ α =  
изоэнергетические кривые в р-пространстве — кон-
центрические окружности, кольца между которыми 
содержат состояния с энергией, меньшей заданной 
(ниже пересечения ветвей спектра могут быть только 
состояния с 1).σ = −  В области энергий выше точки 
пересечения состояния в пределах внутренней окруж-
ности учитываются повторно (за счет появления со-
стояний с 1).σ = +  
Число состояний электронов известным образом 
связано с площадью в р-пространстве :pS  
 2Г (2 )
p
S= S
pi
.  
Введем энергию, отсчитываемую от ее минималь-
ного значения: 
 ( ) ( )( ) 220 0 01 1
min 0
1
2 2 8
R
R
mp' = = p+
mσ σ
α
ε ε − ε + α σ .  
Пересечению ветвей спектра соответствует 
2
0 /8.R' = mε α  
Для 2 0 /8R' mε < α  радиусы окружностей при фикси-
рованном значении энергии 0 0/2 ,2Rp m m± = α ± ε′  2 2 3/2
0( ) 2 .2p RS p p m+ −= pi − = piα ε′  
Для 2 0 /8R' mε > α  радиус внешней окружности при 
фиксированном значении энергии по-прежнему равен  
0 0/2 ,2Rp m m+ = α + ε′  что соответствует ветви 
1,σ = −  а радиус внутренней окружности будет равен 
00 /2,2 Rp mm− = − αε′  что соответствует ветви 1,σ = +  
2 2 20
0( ) ( 8 ).2p R
m
S p p m+ −
pi
= pi + = α + ε′  
Плотность состояний равна 
 ( )
3/2 2
0 0
2
2
0 0
2
1 , ,
822
,
8
R R
R
m S m
m S m
α α
ε <′ ε′pi
ν ε =′ 
α
ε ≥′
pi


 (17) 
(ее вид приведен на рис. 6). 
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Производная плотности состояний по энергии имеет 
вид 
 ( )
3/2 2
0 0
2
2
0
, ,
2 82
0, ,
8
RR
R
m mS
m
 αα  − ε <′  ε ′piν ε =′ ′  α
ε ≥′
   
она претерпевает скачок величиной 2 24 /( ).RS piα   
Прохождение энергии Ферми через точку пересече-
ния ветвей, т.е. через дираковскую точку в спектре, — 
это двумерный аналог топологического перехода типа 
разрыва перемычки [13]. Как видим, данный переход 
сопровождается скачком производной плотности со-
стояний. 
Энергия Ферми при 2 0 /8R' mε < α  
 
2 4
2
2 3 2
0
2
F
R
= N
m S
pi
ε
α
 ,  
где учтено, что при 0T = : Г N=  — число электро-
нов, .F=ε ε′  
Для вырожденного электронного газа удельная теп-
лоемкость, как известно, равна 
 
2 2
( )
3V F
kC = Tpi ν ε   
(k — постоянная Больцмана), т.е. в рассматриваемой 
ситуации 
2 3 2 2
0
04
2
0
02
,
12
,
3
R
V
m S k
T N N
NC
m Sk
T N N
α
<
= 
pi ≥


, где 
2 2
0
0 24
Rm SN
α
=
pi
. (18) 
Как известно, из теоремы Нернста следует, что в 
области низких температур разность P VC C−  — ве-
личина более высокого порядка малости, чем сама 
теплоемкость. Поэтому индекс у теплоемкости далее 
опускаем. 
Из полученных выражений для плотности состоя-
ний (17) и теплоемкости (18) видно, что при 
2
0 /8R' mε < α  изучаемая нами двумерная система ведет 
себя как одномерная 1/2( ,−ν ∝ ε  1),C N −∝  т.е. спин-
орбитальное взаимодействие Рашбы приводит к эф-
фективному понижению размерности системы. 
В случае, когда присутствует только взаимодейст-
вие Дрессельхауза, наблюдается аналогичная ситуация 
(нужно заменить Rα  на ).Dα  
Рассмотрим влияние продольного магнитного поля, 
причем ограничимся только вкладом областей вблизи 
минимумов спектра (ниже точки пересечения ветвей). 
Квадратичное разложение энергии  вблизи мини-
мума (при условии 2 0 /2)R Hm wα >>   имеет вид 
 ( )
22 2
0
2 2
0 00
/2
2 2
H yx R
R
w pp + m p' +
m mm
α ′
ε ≈ =
α

.  
Найдем те же термодинамические параметры при 
малых плотностях электронов 2/ ( / ) :R HN S w<< α    
     
3/2
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3/2Г 2 2
R
H
m S
= '
w
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ε
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,       
3/2
3/2
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2 2 H
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R
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m S
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
,  
    ( )
3/2
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3/2
Г
2 2
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H
m S
' = =
'w
α
ν ε
εpi
,    
2 3/2
0
3/26 2
R
H
k m S
C = T
w
pi α
pi
. (19) 
Видно, что магнитное поле сняло «размерный эф-
фект», вызванный взаимодействием Рашбы, т.к. эти 
зависимости от энергии и плотности электронов уже 
характерны для двумерного электронного газа. Тепло-
емкость (19) оказывается сингулярной при Н = 0 функ-
цией магнитного поля; очевидно, что бесконечный 
скачок сглаживается в пределах 1,Hw
−∆ ≈ τ / ,kT   τ — 
время свободного пробега электрона. 
Для полноты картины рассмотрим случай, когда 
присутствуют одновременно взаимодействия и Рашбы, 
и Дрессельхауза (без магнитного поля). В этом случае 
изоэнергетические кривые вблизи двух симметричных 
относительно начала координат минимумов энергии 
имеют вид эллипсов c полуосями 1 0 ,2p m= ε′  
2 0 ,2p b m= ε′  где ( )/(2 ).R D R Db = α + α α α  Доста-
точно рассмотреть одну из этих точек ( x yp p ==  
0 ( )/2 2),R Dm += α α  а затем удвоить результат: 
  0 2Г
m S
= b '
π
ε

,   
2
0
F = Nm Sb
pi
ε

,   
2
0
23
k m Sb
C = T
pi

. (20) 
Зависимости от концентрации в (20) также соответст-
вуют размерности 2D. Включение магнитного поля 
скачком уменьшает теплоемкость вдвое, поскольку 
минимуму будет соответствовать одна из рассмотрен-
Рис. 6. Зависимость плотности состояний от энергии (17) для 
случая СОВ Рашбы 20 0 /8,Rmε ≡ α′  
2
0 0 /( ).m Sν = pi  
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ных двух точек; эта сингулярность сглаживается, как 
указано в предыдущем рассмотренном случае. Рост 
теплоемкости при стремлении к нулю одной из кон-
стант СОВ ограничен ее значением, найденным выше 
для случая одной константы при низких плотностях 
электронов. 
Заключение 
Рассмотрена задача о пластине с электронным газом 
в присутствии продольного магнитного поля и спин-
орбитальных взаимодействий Рашбы и Дрессельхауза. 
В рамках теории возмущений исследован энергетиче-
ский спектр электрона. Доказано, что продольное маг-
нитное поле не снимает пересечения ветвей спектра, 
обусловленного спин-орбитальным взаимодействием. 
Исследована сингулярная зависимость компонент об-
ратной эффективной массы от параметров спин-орби-
тального взаимодействия и магнитного поля, подобная 
зависимость может быть обнаружена в экспериментах 
по электропроводности. Методами теории возмущений 
и квазиклассики показано, что магнитное поле приводит 
к добавке к массе электрона, знак которой зависит от 
номера энергетической зоны. Показано, что зависимость 
теплоемкости от концентрации электронов отражает 
основные особенности спектра, в частности, эффектив-
ное понижение размерности системы, наличие дираков-
ской точки в спектре. Учет конечной толщины провод-
ника позволил найти границы применимости теории 
бесконечно тонкого 2D проводника и рассмотреть воз-
никающий в этой связи новый эффект изменения эф-
фективной массы носителей. 
Мы благодарны А.В. Марчукову за участие в работе 
на начальной ее стадии. 
Работа выполнена  при частичной поддержке про-
екта №4/15-Н НАН Украины. 
Приложение 
Матричные элементы и введенные обозначения 
При записи матричных элементов опустим второе 
слагаемое в (7), квадратичное по z, поскольку оно не 
влияет на изложенные результаты: 
____________________________________________________ 
 ( ) ( )2 0 , 02 2 2 24 cos sin sin cos2( )n ,m ' ' H x H D R ' H D R
a nmV = w p + e E + m w + +i m w
n m
σ σ σσ σ −σ
 σ  
− δ α η α η δ σ α η − α η    pi − . 
Здесь n и m — числа разной четности, в противном случае 0.n ,m 'V =σ σ  
Обозначения в энергетических поправках (суммирование ведется по четным m, если n — нечетное, и по нечет-
ным, если n — четное): 
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Energetic spectrum and specific heat of two-
dimensional electron systems with spin-orbit 
interaction in magnetic field parallel  
to conducting layer 
O.N. Shevchenko and A.I. Kopeliovich 
The energy spectrum of the quasi-two-dimensional 
electron gas in the in-plane magnetic field is studied 
by means of the perturbation theory and quasiclassical 
approach, taking into account Rashba and Dresselhaus 
spin-orbit interactions. The existence of the intersec-
tion of energy sublevels in electron spectrum is 
demonstrated. The reciprocal mass tensor of electrons 
is analyzed. The heat capacity of the degenerate elec-
tron gas is examined, and its relations with the key 
features of the spectrum are shown. 
PACS: 71.20.–b Electron density of states and band 
structure of crystalline solids; 
75.70.Tj Spin-orbit effects. 
Keywords: spin-orbit interaction, electron specific heat, 
two-dimensional systems, spintronics. 
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